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Exercice 1 :

Partie A : /
M

5 T

030 11— - T

2. P(M ﬂT)z P(M )>< Py (T)=0,05x0,98:0,049 . 0,98=0_02
’ 3\ TIe . 0‘01
D’apreés la formule de probabilités totales : 058 E/T
P(T)=P(MNT)+P(MNT)=0,049+0,95x0,01=0,0585 %?

_P(MNT) 0,049

3. D’apreés la formule des probabilités conditionelles: P (M ) = = =0,838
P(T) 0,0585

Partie B :

D’apres l'arbre :

* P(MNT)=P(M)x Py(T)=px0,98=0,98p

* P(MNT)=P(M)xPsT)=(1-p)x0,01=0,01-0,01p
D’apres la formule des probabilités totales :
P(T =PMNnT)+PMnT)=0,98p+0,01-0,01p =0,97p + 0,01

=007 = 0

P(MNT)  0,98p  98p

= _ _ . t
P(T) 0,97p+0,01 97p+1 f(p)ou fes

2. a. La probabilité de M sachant T est Pr(M) =

définie sur [0; 1].
b. Lafonction f est une fonction rationnelle définie sur [0; 1] donc dérivable sur [0; 1] et:
98 x(97p+1)—98p x 97 98
fl(p) = 14 . p _ .
97p+1) 97p+1)
La fonction f est donc strictement croissante sur [0; 1].

>0sur [0;1]

3. On considére que le test est fiable lorsque la probabilité qu'une personne ayant un test positif soit
réellement atteinte du chikungunya est supérieure a 0, 95.
La probabilité f(p) qu'une personne ayant un test positif soit réellement atteinte du chikungunya est
égale a 0,95 quand la proportion p est solution de I'équation f(p) =0,95:

98p
=0,95
) - 97p+1

approximativement 0, 162.

19
=0,95 < 9800p =95x(97p+1) <= 58dp =95 «<— p= msoit

19
La fonction f est strictement croissante sur [0; 1] doncsi p > m, alors f(p) >0,95.

19
C’est donc a partir d'une proportion p = 17 = 16,2 % de malades dans la population que le test sera

fiable.

PartieC:

a. Onprend p =0,15.
Pour une personne prise au hasard, il n'y a que deux issues possibles : elle est malade (avec une
probabilité p = 0,15) ou elle n'est pas malade (avec la probabilité 1 — p = 0,85).
On choisit 1 000 personnes, ce qui revient a une répétition de facon indépendante de 1 000 tirages
avec remise.
La variable aléatoire X qui donne le nombre de personnes malades dans un échantillon de 1000
personnes suit donc la loi binomiale de parametres n=1000 et p =0, 15.

b. Al'aide de la calculatrice : P(X =120) =(0,0009

c. Al'aide de la calculatrice : P(X 2160) =1- P(X <160) =1- P(X S159) =0,1992

a9

T




Exercice 2 :

1. En prenant la valeur particuliére t = — 2 dans la représentation paramétrique de di, on obtient :

X=-5
y =4 _ce qui correspond aux coordonnées de A donc A€ d,
z=-4
3
2. Ladroite d; passe par A(-5;4;—4) et a pour vecteur directeur uj —1| et ladroite d, passe par C(1;,—1;—1) eta
2
1
pour vecteur directeur @ 0
5
3=«

d,//d, <u, et u, colindaires< U, = al, <>1—1=0 ce quiest impossible

2=5a

Alors les droites ne sont pas paralléles

3. a) Pestle plan passant par A et dirigé par les vecteurs LTl et v
X=-5+3p+p’
Doncona y=4-p+p' p, p’ réels
Z=—4+2p-p'

b) Il faut égaliser les représentations paramétriques de d, et P
1+k=-5+3p+p' 6+k=3p+p-5 k=4p-11
-1=4-p+p’ Sp'=p-5 Sp'=p-5
—-1+5k=-4+2p-p" [3+5k=2p-(p-5) |[3+5(4p-11)=p+5

k=4p-11 k=4p-11 k=4x3-11=1
Sap'=p-5 Sp'=p-5 <<{p'=3-5=-2
3+20p-55=p+5 57 p=3
p= 10 =3

Il'y a une valeur par paramétre ce qui signifie que le plan et la droite sont sécantes en un point.
Pour déterminer les coordonnées de ce point, on remplace les parametres dans leur équation respective
et on obtient bien le point B de coordonnées (2 ;-1 4)

X=2+r
4. a. La droite A passe par B(Z;—l} 4) et a pour vecteur directeur \7(1;1; —1) alorsona<y=-1+r r réel
z2=4-r

b. Les ddroites sont sécantes si et seulement si leur point d’intersection (s’il existe) vérifie le systeme

1+3t=2+r 1+3t=2+3-t t=1 t=1
2—-t=-14+r<=<3-t=r S<3-t=rs<i2=r
2t=4-r 2t =4—(3-t) t=1 t=1

Comme le systéme admet une solution unique, les droites d1 et A sont sécantes et se coupent au point

E(2+2-1+2;4-2) soit E(412)



Exercice 3 :

1
f(H=3te" 7" +2 avec £ >0,

ol f(t) représente le taux de vasopressine (en pg/ml) dans le sang en fonction du temps ¢ (en
minute) écoulé apreés le début d'une hémorragie.

1. a. Onae'%"ﬂzl, donc f(0)=3x0x1+2=0+2=2.

12 1 .
b. Onal2s=—=-=0,2 (min).
60 5

On calcule £(0,2) =3x0,2e”"7*%2 +2=0,6e"%% +2 =2+0,57 = 2,57.
Ce taux est supérieur a 2,5, donc anormal.

-0,25¢1

1
c. Onsaitque lim e 7' =0etque lim te =0, donc finalement :

[—+o0 t—+oo

Jim_ f()=2.
—+00
Cela signifie qu'a terme le taux de vasopressine va se stabiliser a 2 ug/mL.

2. f somme et produit de fonctions dérivable sur [0 ; +oo[ est dérivable sur cet intervalle et
fl() =3¢ +31 x [—l]e‘ﬁf —eit (3— Ex] =3ei! (1 - 1:) = 24— peit,
4 4 4 4

3. a. Onsait que quel que soit le réel f, e 11>0;le signe de f’(t) est donc celuide 4 -t :

o 4—f <<= 4>1t;

e 4—f<— 4<t;

e 4—t=0<= 4=1.

Conclusion : la fonction f est

« croissante sur [0;4] de f(0) =22 f(4) =3 x éle‘%"4 +2=2+12e" ! ~6,41:
o décroissante sur [4; +oo[ de f(4) =6,41 & rli_lef[r) =2.

b. La fonction étant croissante sur [0; 4] de f(0) =2 a f(4) = 6,41 puis décroissante sur
[4; +ool, fA) =2+ 12e7! = 6,41 est le maximum de la fonction sur [0 ; +ool.

4. a. Surlintervalle [0; 4], la fonction f est continue car dérivable et strictement croissante
de f(0) =2 a f(4) = 4,71 : d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe un
réel unique 7y € [0; 4], tel que f (1p) =2,5.

La calculatrice donne :

f0)=2et f(1)~4,33,donc0< fy <1;

f0,1)=2,29et f(0,2) = 2,57, donc 0,1 < £, < 0,2;

f(0,17) = 2,49 et £(0,18) ~ 2,52, donc 0,17 < 1, < 0,18;
f(0,174) = 2,499 et f(0,175) ~ 2,503, donc 0,174 < 15 < 0,175.

On admet qu'il existe une unique valeur t; appartenant a |4 ; +ool vérifiant f (t;) =2,5.
On donne une valeur approchée de t, 11072 prés : 1 = 18,930.

b. Surl'intervalle [1y ; 4], la fonction f est croissante, donc sur cetintervalle f (1) = f (1p) =
2,5 et sur l'intervalle [4; £;] 1a fonction est décroissante donc sur cet intervalle

f = f(n)=2,5.
On adonc f(f) > 2,5 sur l'intervalle | fy ; 1, ce qui signifie que le taux de vasopressine
sera anormal pendant f; — fy = 18,93 — 0,175 soit environ 18,755 min soit 18 min 45 s.

5. Soit F la fonction définie sur [0; +oo] par F(#) = —12(¢ +4)e‘%r +2t.

a. La fonction Fsomme de deux fonctions dérivable sur [0 ; +oo[ est dérivable sur cet

intervalle et

' -1 1y 1, -y -1 -1 -1
F(H)=-12e"7'-12(t+4)x _Z e 1'4+2=—-12e 7' 4+3re 1" +12e T +2=3te 1T +2=

f(#). Donc F est une primitive de f sur [0 ; +ool.

b. Le taux moyen est égal a:

— " __1 n__1 -
m= T fde= P [F(Ol, = P— [F(0) = Flo)l =

1 1
— (—12(:1 +a)e i 425~ [-12(5 +4)e‘af0+2ron-v4,43, soit en moyenne 4,4 g /mL.
1— L0



Exercice 4 :

Partie A

L.

Limage de 0 par la fonction f; est: 1(0) =0+ e l=1.
Le point d'abscisse 0 sur la courbe %, représentative de la fonction fi, est le point de coordonnées
[D ; [1(0)), c’estadireici (0; 1). Le point A, de coordonnées (0 ; 1) est donc bien un point de la courbe
€.
La fonction fi est dérivable sur R, en tant que somme et composée de fonctions dérivables sur R.
Sa dérivée est définie sur R par:
fix)=1+(-e *=1-e"
Ona: fj(x) 20 & 1-e™*
— lze™*
«— (0 = —x, car In est strictement croissante sur |0 ; +oo[
— x =
On en déduit donc le tableau de variations suivant :

—0o 0 +00

X
f(x) — 0 +

+0o0 +0o0
h \ /
1

Justifions maintenant les deux limites :

Ona lim x=+cocet lim e *= lim e¥=0, et donc par somme :

X—+oo X—+o0 y——oo
lim fj = +oo.
im fi
Pourtout xona: fi(x)=e " x (xe*+1). Etona: lim xe* =0, daprés la propriété des croissances

X——00
comparées. On en déduit, par somme : Jrlim xet+1=1.
——00
Comme par ailleursona: lim e ™= lim e’ = +og, on en déduit, par produit: lim f; = +oc.
X——0o y¥—+oo —00
Partie B
1. a. Soit un entier naturel n non nul, et un réel x, choisi dans l'intervalle [0; 1].

x étant dans l'intervalle [0; 1], x est positif. La fonction exponentielle étant a valeurs stricternent
positives, on en déduit que e™"" est également un nombre positif. La somme de deux nombres
positifs étant elle-méme positive, on en déduit que [, (x) est positif.

On a donc prouvé que pour tout entier naturel n, la fonction f,, est & valeurs positives sur I'inter-
valle [0 ; 1].

I est donc l'intégrale sur un intervalle d'une fonction positive sur cet intervalle, c’est donc I'aire
(exprimée en unité d’aire) de la portion de plan délimitée par : I'axe des abscisses; la courbe &,
représentative de fju, et les droites verticales d'équation x = 0 (I'axe des ordonnées) et x = 1.



b. Surlintervalle [0; 1], il semble que, plus n augmente, plus les courbes %), semblent se rapprocher
du segment d'équation y = x, chaque courbe semblant étre en dessous de la courbe d'indice
précédent.

On en déduit que les aires successives sous ces courbes doivent étre de plus en plus petites, et
donc que la suite (1,;) doit étre décroissante.
Comme de plus il semble que les courbes «s’écrasent» sur le segment d'équation y = x, ala limite,

l'aire sous la courbe devrait tendre vers I'aire sous le segment, c’est a dire >

1
On peut donc émettre la conjecture que la suite converge vers 3 en décroissant.

2. Ona: 1 1
Iny1 = In =£ fn+1(x) dx—ﬁ fn(x)dx
= j: (fr+1(x) = fu(x)) dx, par linéarité de I'intégrale.
= J: (x+e VY — (x+e7™)) dx

1
=f (x+e—[ri+l)x_x_e—nx] dx
0

= fle_("“” (1-e*) dx

0
Ce qui est ce que I'on souhaitait démontrer.

On va maintenant en déduire le signe de cette différence. Pour tout entier n naturel non nul et pour
tout x dans 'intervalle [0 ; 1], le nombre e~""*1¥ st strictement positif, car la fonction exponentielle
est a valeurs strictement positives, quant au nombre 1 — e, il est négatif, car x étant dans l'intervalle
[0; 1], on a x = 0, et comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, donc on en
déduit que e* = e?, soit e* > 1, donc il suit que 1 —e* < 0.

Le produit de deux nombres de signes contraires étant négatif, on vient de prouver que, pour tout
entier n naturel non nul et pour tout x dans 'intervalle [0 ; 1], le nombre e~ "*1* (1 — e¥) est négatif.
Lintégrale entre deux bornes bien rangées d'une fonction négative étant négative, on en déduit que,
pour tout entier 7 non nul, la différence [,4; — I,; est négative. On en déduit que la suite ([,) est
décroissante.

Comme par ailleurs, on a déja prouvé que, pour tout 1 naturel non nul, la fonction f, est a valeurs
positives sur l'intervalle d’intégration [0 ; 1], on en déduit que I'intégrale de cette fonction positive
entre des bornes (0 et 1) bien rangées est positive, donc cela signifie que pour tout n naturel non nul,
Iy, est positif. On a donc prouvé que la suite est minorée par 0.
(I,;) étant une suite minorée et décroissante, on peut en conclure qu'elle est convergente vers une
limite ¢ == 0, car la suite est minorée par 0.

3. Nous allons maintenant déterminer cette limite £. Pour tout entier n naturel non nul, une primitive
de f, sur l'intervalle [0 ; 1] est définie par:

1 -1 1 1
Fu(x)==x*+—e ™ =—x>-—e ™ Onadonc:
2 n 2 n

1 1 1 1
In =f fa(dx= | =x" = =e ™| = Fu(1) - Fn(0).
0 2 n 0
1 1 1 1 1 1
Iy ==x 12——6_”—(—x02——eﬂ]= —+—x(1-e™").
2 n 2 n 2 n
1
Commeona: lim e " =0,onendéduitque lim 1-e " =1etcomme lim — =0, par produit,
n—+0o n—+00 n—+oo 1
1

puis par somme de limites, on en déduit: lim [, = 3
n—+o0
Finalement, nos deux conjectures sont bien vérifiées : la suite est bien décroissante, et converge vers

une limite qui est bien 7’ I'aire sous la droite d'équation y = x entre les abscisses 0 et 1.



