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Chapitre VI : Les nombres complexes 2015205

PRESENTATION :

On introduit un nombre « imaginaire » pour donner 2 solutions aux équations du 2" degré dont le
discriminant A est négatif.

On introduit un nombre i vérifiant (on n’écrit pas de préférence 1 =+—1)

I n’est pas un réel, ¢’est un nombre complexe (ou « imaginaire »)

Au XVIeme siecle, les mathématiciens italiens Cardan et Bombelli parviennent a résoudre des équations du
3°M et du 4°™ degré.

Pour trouver des racines réelles de ces équations, ils utilisent des nombres qui ne sont pas des nhombres
ordinaires.

Bombelli montre que 3/2—%—121 +3/2+ \J-121 =4 est solution de I’équation x* =15x +4.

Il a recours & une expression « imaginaire ».

Au milieu du XVIl1éme siécle, Euler propose de remplacer ~/—1 par i, nombre vérifiant donc i2 = —1 !

D’ Alembert montre que tous les imaginaires inventés, que Gauss appellera plus tard nombres complexes,
sont de la forme a + ib avec a et b réels.

Activité 1 p 232 : des nombres réels aux nombres imaginaires. + Vidéo Etienne Ghys.

| - Forme algébrique d’un nombre complexe :

1) Théoréme d’existence (admis)

Il existe un ensemble noté C, appelé corps des complexes, contenant R tel que :
- Cpossede un élément noté i tel que i2 = -1.

- Tout élément de C s’écrit sous la forme a + ib, ou a et b sont des réels.

> a+ib avecaet b réels, est appelée forme algébrique du nombre complexe z.
» Onnotez (=a+ib)un élément génerique de C.
Alors
a est la partie réelle de z, notée Re(z)
b est la partie imaginaire de z, notée Im(z).

A la partie imaginaire b est un réel. (i ne fait pas partie de la partie imaginaire)



Exemples et remargues :

-siz=2-3i, Re(z)=2 et Im(z)=-3.

-Silm(z) =0 (exemplez= —8), z est un réel.

- SiRe(z) =0 (exemple z =5i), z est un imaginaire pur.

- I’écriture d’un nombre complexe sous forme algébrique est unique.

Conséquence :
. i a=a'
a+ib=a+ib'< :
{b:b'

En particulier :

a+ib=0«<a=0 et b=0
(Conséquence directe de 1’unicité de 1’écriture algébrique d’ un complexe)

2) Opérations

C est muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent 1’addition et la multiplication de R, et qui
suivent les mémes regles de calcul.

Exemples de calculs :

Prenonsz=3-2ietz’=2+1:
z+22=3-2i+2+i=5-1.
zxz’ = (3=21)(2+i)=6+3i—4i—2ixi=6—1—2%x(-1) =8—1.
—-3z=-9 +6i.

Pour définir « la division », on a besoin de se débarrasser du terme i du dénominateur.
On utilise la 3™ identité remarquable (a-+ib)(a—ib)=a®+b?

2 _3-2i_(3-2i)(2-i)_6-3i—4i+2° _4-7i_4 7,
' 2+ (2+0)(2-0) 22 412 5 5 5"
Remarques :

e a —ibs’appelle “quantité conjuguée « de a + ib » ou plus simplement « conjugué ».

e les puissancesdei :

3 _ . -4 4n _ 4. An+l _ ;. an+2 _ . a3 = (1 .
l... n=1; it =i iMe=—1; ™= |Z=—1|

+ utilisation de la calculatrice




Il - Conjugué d’un nombre complexe :

1) _Définition

Le conjugué d’un nombre complexe z = a + ib (a et b réels) est I’unique nombre complexe a — ib,
noté z.

Exemples : 2+3i=2-3i ; -4=—4 ; 2i=-2i.

2) Propriétés

- le conjugué de z est z, ¢’est-a-dire |Z=Z.

-siz=a+ib,alors z+z=2aet z—z=2ib, d’ou:

z+z=2Re(z) et z—z=2iIm(2)

-y . Z+17 z-17
utilisées aussi sous la forme |Re(z) == et Im(2) =5

Il en résulte :
e Le complexe z est imaginaire pur si et seulement si z=-z.
e Lecomplexe z est réel si et seulementsi Z=2.

- Relation fondamentale : |zE =(a+ib)(a—ib)=a2+ b2
(c’est un réel positif !, cela a été utile pour I’inverse d’un complexe).

3) Opérations sur les nombres conjugués

z et z’ sont deux nombres complexes et n un entier naturel.

e le conjugué d’une somme est la somme des conjugués : Z+2' = 7+7
(idem pour la différence)
e le conjugué d’un produit est le produit des conjugués : zz'=zx 2’
L . . ., 1 1z ,
e le conjugué d’un quotient est le quotient des conjugués : — == (avec z’ non nul).
"7
— —n

o 7I"=72

Démonstrations :

cas du produit :

Soientz=a+ibetz’=a’+ib’:
zz’ =aa’ —bb’ +i(ab’ + a’b), donc zz'=aa'—bb'—i(ab'+a'b).
zxz'=(a—ib)(a'—ib’)=aa'-bb'—i(a'b+ab’). cqfd




Exemples :

Le conjugué de Z, :% est Z:%
2 i e —_2_: =2 -
Le conjugué de Z, = 2l S _2 -1 _2z +

5z+1 2 Bz41 5z+1°

+ lieu des points M d’affixe z telle que IZZ 1 soit reel.

4) Equation aveczet z

Résoudre une équation, ¢’est trouver z.
Si, dans I’équation, seul apparait z ou Z, on résout comme d’habitude.

Si, dans I’équation, il subsiste z et Z en méme temps alors on remplace z para + ibet Z para — ib

puis on résout par identification (égalité des parties réelles et des parties imaginaires)

Exemples :

Résoudre les équations suivantes :
1) 2z-3i=4—(iz+5)

2) 37-i=5iz+2

3) 3z+4z=5-3i
Z ]
—=3-1

4) 21

11 - Equation du second degré a coefficients réels :

1) Théoreme

L’équation az? + bz + ¢ = 0, ou a, b et ¢ sont trois reels (a non nul) admet dans C deux solutions,
éventuellement confondues.

Soit A=Db*—4ac le discriminant de I’équation, ¢’est un nombre réel.

e Si A>0 onadeux solutions réelles distinctes : z, = —b—vaA . Z, _b+JA
2a 2a
J Si A=0 I’équation a une unique solution réelle : ;—2
J Si A <0 I’équation a deux solutions complexes conjuguées : z, = —b—2|——A , 2, = _b+2|—_A .
a a

Remarque :
Dans C, le trinbme az? + bz + c¢ se factorise toujours : az2 + bz + ¢ = a(z — z1)(z — z).



Démonstration :

. . . b)Y A
A I’aide de la forme canonique, on obtient : az?+bz+c= aKz + Z—aj - 4—&12]
. _ L, bY A
Donc résoudre az2 + bz + ¢ = 0 revient a résoudre | z +2— "=
a a

- Si A>0, c’est connu.
. 2 : .
- Si A<QO, (i —A) =A, donc I’équation devient

2 - -
J =0c>(z+ b+|2‘_A](z+ b_lza_AJzo, d’ou le résultat.
a

[EVEAN

(Hz_t;jz_( 2

Exemple : Résoudre dans C les équations suivantes :

222-32+4=0; X2—-2X+2=0; 2z*+722-10=0.
a) A=-23, 21:3_:E et21=3+zﬁ. b) A=—4, 21:%:14 etz, =1+i.

¢) Pour222+Z-10=0, A=81,donc Z, =—g et Z, = 2. Les solutions sont donc ﬁ,—ﬁ,i\E,—i\E

IV - Représentation géométrique d’un nombre complexe :

On se place dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (O;G,Q).

1) Définitions :

A tout point M (a ; b), on associe le nombre complexe zy = a + ib, appelé affixe de M ;

Reciproguement, a tout nombre complexe z = a + ib, avec a et b réels, on associe le point M de
coordonnées (a ; b).
Le plan est alors appelé plan complexe.

Vecteurs :

—.(a
A tout point M(a ; b) dans le repere alors que OM (bj

On peut aussi associer z = a + ib affixe du vecteur OM .

Représentation et exemples

Placer dans le plan complexe les points M; d’affixes respectives z; :
21=2+3i; zp=-1+1; z3=1; 24=-21; z5=1.



Interprétation géométrigue : dans le plan complexe, le point M’ d’affixe z est le symétrique du point M
d’affixe z par rapport a I’axe des abscisses.

Remarques :

e Si Vet VVont pour affixes z et z’, alors V +V'a pour affixe z + 2’ et kV (k réel) a pour affixe kz.
(voir alors la représentation géométrique de la somme)

Z,+172
e [laffixe du milieu de [AB] est: —A_—"B |

Propriété : Affixe d’un vecteur :
A et B sont deux points du plan complexe d’affixes respectives Z, et Zg.

L’affixe du vecteur AB est Ig—1Z,.

Démonstrations :

| - AB=OB-0A...

V - Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul :

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O; u,v).

Soit M un point de coordonnees cartésiennes (a ; b) distinct de O ; M posséde aussi des coordonnées polaires
(r; 0)avec: r=0M = ya?+b? etez(ﬁ,OM)

Donca= rcoséd etb = rsind et z:a+ib=r(cos¢9+isin9).




1) Définitions

On en déduit une nouvelle écriture Z = r(COSt9+ Isin (9) est appelée forme trigonométrique de z.

z est un nombre complexe non nul , z=a + ib, avec a et b réels.
M est le point image de z dans le plan complexe.

On appelle module de z la distance OM, ¢’est-a-dire la quantité notée |z|=+va® +b?> .

On appelle argument de z, noté arg z, n’importe quelle mesure en radians de I’angle orienté

(U,OM)
Exemples :
- soitz=1-1,alors |z|:\/§, puis cose:i et sinez—i.
2 2
5 N T . T .. T
D’ou 9_—Z(mod Zn) et z_ﬁ[cos[—z}rlsm[—zﬂ.
- soit z=2/3-2i , alors |z|:4, puis C089:2_\/§:ﬁ et SinG:_—Z:—l.
4 2 4 2
LI _ T _ TC . TC
D’ou 6——6(mod2n) et 2_4[005(_€j+'5'n[_6n'

- Soient A et B tels que za = —1 + 3i et zg = 2 — i. L’affixe de ABest zg —za =3 —4i.
Donc AB = [3—4i|=5.

Remargue :
z est un nombre complexe non nul.

e zestun réelsi, et seulement si arg(z) =0 ou arg(z) = .

e 7z est imaginaire pur si, et seulement si arg(z) = % ouarg(z) = —%.

2) Opérations

Ces nouvelles coordonnées sont compatibles avec les opérations usuelles, ce qui facilite les calculs.

Propriétés :
Quels que soient les nombres complexes non nuls z et z’ et n un entier naturel non nul:
. ‘ZZ " = ‘Z‘X‘Z " et arg(zz’) = argz + argz’ [27].
o 2=l et arg(z")=narg(z) [27]
z|_I7

=17 et arg(%}=arg(2)—arg(2') [27]

z] ]




Remargue : Attention, |Z + Z'| < |Z| + |Z'| (inégalité triangulaire, traduction d’une inégalité sur les distances)

Démonstration :
Avec les formes trigonométriques : z=r(cos6+isin®) et z'=r'(cos6'+isin@’) :

zz'=rr '[COSGCOS@'—Sin 0sin0'+1 (sin 0c0s0'+cosOsin 9')} , donc d’aprés les formules

d’addition :
727'= rr'(cos(e +0") +isin(6+ 6)) ; et comme 11r’> 0, on en déduit le résultat.

Pour les puissances, on démontre le résultat par récurrence. ..

Pour le quotient : reprenons le produit et posons z'=1 :
z

On a alors zz’=1, donc |ZZ '| =1= |Z| X

1‘ H_ 1
—_ :> —_| = —
zZ| |z |z|

Et arg(zz’) = arg(1) = argz + argl [2n], donc avec argl = 0, on a arg% = —argz[Zn]
z

Comme %z V4 x% , on obtient les résultats pour le quotient.

Exemples :
1) a) Ecrire sous forme trigonométrique les nombres z, =/3—-i, z, =1-i et Z 4
ZZ
b) écrire Z sous forme algébrique et en déduire cos(%j et sin[%).
Cos~ = J6+V2 et sin - = V62
12 4 12 4
2) soitz= %—i?, écrire le nombre Z = 2%’ sous forme trigonométrique et en déduire sa forme

algébrique.
2007(—%) =-334x2n—m.

3) Propriétés du module et des arguments :

Pour tout nombre complexe non nul z :
. ‘E‘=|z| et arg(i):—arg(z)[Zn]
o |-Z|=|7| et arg(-z)=arg(z) +n| 21|

. ‘—E‘=|z| et arg(—i)zn—arg(z)[Zn]

Cette propriété s’illustre par la figure suivante :



et e axe des-imaginaires purs?

Démonstration :
Puisque OM = OM’ = ON = ON’, alors |z|= \Z\ =|-2|= \_2\.

Idem pour les arguments, c’est direct.

VI - Notation exponentielle de la forme trigopnométrique :

Les propriétés algébriques du paragraphe précédent sont le mémes que celles de la fonction exponentielle
d’ou I’'idée d’une nouvelle notation :

Forme exponentielle : z=|z|xe"

Par analogie, on a ‘ei‘g =C0s@+isin 6" (module 1 et argument )

A c’est uniquement une notation qui facilite les calculs.

. . . T
Exemples & connaitre : €0 =¢?"=1;e"=-1;:e2=j.

_Propriétés : zz‘z‘eiﬁ ot Z':‘Z"eie'

z]e' x‘z"eie' :‘zz"ei[ewl)

2e® _ 2 o9

2e” [

|z|eie =|z|e‘ie.

7€ =|z1e" |7 =|z| et 6=6" 2n]

Conséguence trigonométrigue :

. n .
Pour tout & e Rettout ne N, (e"g) —g'"?

Exemple :  Montrer que (1+i)6 =-8i



Il — Faire de la géomeétrie avec les nombres complexes :

Soient A et B deux points d’affixe za et zg.

Ona: AB=|zg—12, et (U;ﬁ):arg(zB—zA) (2n)

1) Nature d’un triangle :

Soit ABC un triangle.

Z~—1
On conjecture une « particularité » en A, on étudie alors le rapport —< ZA .
B~ A
. —1 Z.—1 —_—

En effet |-C——A|= AC et arg (qu(AB, AC)

o Si le quotient a pour module 1 alors AB = AC et ABC est isocele en A.

o Si ’argument est égal a % ou —% alors le triangle est rectangle en A.

. Si I’argument est ¢gal a % alors le triangle est équilatéral (si il est déja isocéle en A)

Exemples :

a) Nature du triangle ABC ol ZA:1+%i ZB:2—%' ZB:3+%i

(Placer les points pour conjecturer)
b) Nature du triangle EFG oil  zp =23 Zp =1 Zo =6-1
c) Nature du triangle PRS00l Z, = —g+ i g Zp=1p zs =—3

2) Etude des lieux de points

On cherche I’ensemble des points M d’affixe z du plan vérifiant une caractéristique.

2 caractéristigues usuelles :
> \z—q:\z+2i\
« z apparait 2 fois »

On travaille sur les modules (soit des longueurs)
Cela revient a chercher MA=MB ol zZ, =1 et z; =-2i

Donc M appartient a la médiatrice du segment [AB].

> |z+3-5i|=7

«z apparait 1 fois »
On travaille toujours sur les modules (soit des longueurs)

Cela revient a chercher MC =7 ol Z. =—3+5i (En effet, ona ‘Z —(—3+5i)‘ =7)

Remarque : Si on utilise le symbole « < » au lieu de « = », ¢’est alors I’intérieur du cercle (le disque)




