
Chapitre VII : Fonction logarithme népérien 
 

 

I – La fonction logarithme népérien 
 

On a vu que la fonction exponentielle xx e est une bijection de  sur l’intervalle  0; , ce qui 

signifie que, quel que soit le réel m, l’équation xe m  admet une solution et une seule dans . 

(C’est vers 1550 que l’écossais Napler, ou Néper, invente les logarithmes qui portent son nom, sous 

une forme un peu différente de ce qui est fait dans ce chapitre). 

 

 

1. Définition 

 

Définition 

La fonction  logarithme népérien, notée ln, est définie sur  0; . 

Elle associe à tout nombre réel strictement positif x le nombre y, noté ln x , dont l’exponentielle est x. 

On note lny x . 

 

 

Conséquences : 

• Pour tout réel 0x  ,  lnx xe  . 

• Pour tout réel x   ln xe x . 

• ln1 0  (car 0 1e  )   et aussi  ln 1e   (car 1e e ). 

 

• Pour tout réel 0x   et tout nombre réel y, on a lny x  équivaut à  
ye x . 

 

 

Conséquence graphique : 

 

 Dire que le point M( b ; a) appartient à la courbe représentative de 

la fonction exp, (soit ba e ) revient à dire que lnb a , c’est-à-dire que 

le point M’( a ; b) appartient à la courbe représentative de la fonction ln. 

Dans un repère orthonormé, les deux courbes sont symétriques par 

rapport à la droite d’équation y x . 

 

Remarque : On dit que les fonctions ln et exp sont réciproques l’une de 

l’autre. 

 

Exemples :  

 
 

 
 

 



2. Sens de variation 

 

Théorème :  La fonction ln est strictement croissante sur  0;  

 

Démonstration : 

 a et b sont deux réels strictement positifs tels que 0 a b  , c’est-à-dire ln lna be e . 

La fonction exp est strictement croissante sur , donc ln lna b . 

Par conséquent, la fonction ln est strictement croissante sur  0;    

 

 

Conséquences : 

            1)  Pour tous nombres réels strictement positifs a et b, on a  

                            ln lna b a b    et ln lna b a b    

 

            2)    Si 0 1a     alors  ln 0a    

                   Si  1a    alors ln 0a    

 

 

Exemple : 

 

 
 

 

II – Propriétés algébriques de la fonction logarithme népérien 
 

 

1. Relation fonctionnelle 

 

 

Propriété :    Pour tous réels a et b strictement positifs,  ln( ) ln lnab a b  . 

 

Démonstration : 

Pour tous réels a et b strictement positifs: 
 ln

e
ab

ab   et  ln ln ln lne e ea b a b a b      

Donc 
 ln ln lne e
ab a b  d’où  ln ln lnab a b  

 



Méthode : Résolution d’une (in)équation avec ln 

1) Chercher l’ensemble des réels pour lesquels les « ln » sont définies 

2) Ecrire, si nécessaire, l’(in)équation sous la forme ln u = ln v (ou ln u > ln v) 

3) Résoudre l’(in)équation u = v (ou u > v) 

 

Exemple : 

Résoudre : 1)      ln 2 ln 3x x     

2)  ln ln( 3) 2ln2x x     

   3)  
2

ln 4ln 0x x   

 

1) L’équation ne peut admettre de solutions que sous les conditions 2 0x   et 3 0x   soit 

2;3x      

        L’équation devient équivalente sur 2;3    à : 
1

2 3
2

x x x      

  Cette solution est bien dans 2;3    donc  
1

2
S

 
  
 

  

 

2) L’équation ne peut admettre de solutions que sous les conditions 0x   et 3 0x   soit 

3;x      

  Avec les propriétés algébriques de la fonction ln, l’équation devient équivalente sur 3;    à :  

 ln ( 3) ln 4x x   soit 2 3 4 0x x   . Or les solutions de cette équation sont – 1 et 4. Or on doit avoir 

3x   donc la seule solution est 4. 

 

3) L’équation admet des solutions si 0x   On pose lnX x . L’inéquation devient 2 4 0X X   

    2 4 0 0;4X X X      alors x solution  ln 0;4x  soit 0 ln 4x   soit 0 4e x e   

Les solutions sont donc dans l’intervalle 41;e    

 

 

2. Propriétés algébriques 

 

Propriétés : 

Pour tous réels a et b strictement positifs et pour tout entier relatif n , on a les propriétés suivantes : 

• 
1

ln lnb
b
      et       ln ln ln

a
a b

b
   

• ln lnna n a  

• 
1

2
ln lna a  

 

Démonstration : 

• On a 
1

1b
b
  , donc 

1
ln ln1 0b

b

 
   

 
 soit 

1
ln ln 0b

b
   d’où la formule. 

       On a 
1a

a
b b
  , donc 

1 1
ln ln ln ln lna a a b

b b

 
     

 
  

• Démo par récurrence avec n entier naturel puis en déduire pour n < 0 

• On a a a a   d’où    ln ln lna a a  donc 
1

2
ln lna a  

 



Exemples : 

•  

 
 

 

 

•  
 

 
 

 

 

III – Etude de la fonction logarithme népérien 
 

 

1. Dérivée 

 

On admet que la fonction ln est continue sur  0; . 

 

Propriété :    La fonction ln est dérivable sur  0;  et 
1

ln'( )x
x

 . 

 

 

 

 



Démonstration: 

Cherchons la limite en a du quotient 
ln ln

( ) ( )
x a

r x x a
x a


 


 

Posons ln x X  et ln a A  : d’où lim
x a

X A


  puisque la fonction ln est continue. 

Le quotient r prend la forme 
X A

X A

e e




. La fonction exponentielle étant dérivable sur alors  

lim A

X AX A

X A
e

e e









. Il en résulte que 

1 1
lim ( )

Ax a
r x

e a
  . Ainsi, la fonction ln est dérivable en a et le 

nombre dérivé en ce point est 
1

a
 ; pour tout x > 0 : 

1
ln'( )x

x
  

 

Exemples : 

 Déterminer la dérivée de chacune des fonctions suivantes sur  0; : 

         ( ) lnf x x x    
2

( ) ln 3g x x   
ln

( )
x

h x
x

  

 

 

 

2. Limites et courbe représentative 

 

Propriété : 
 

lim ln
x

x
 

    et  
0 

lim ln
x

x


  . 

 

Démonstration : 

• Soit A un réel strictement positif : peut-on trouver x tel que ln x A  ? 

La fonction exponentielle étant strictement croissante, pour que ln x A , il suffit que 
ln x Ae e , soit Ax e  d’où le résultat. 

• Posons 
1

X
x

 . On a ln lnX x   et la limite de X lorsque x tend vers 0 par valeurs 

positives est  . Donc  
0 

lim ln lim ln
x Xx

x X


     

 

En résumé, on a le tableau de variations suivant :  

 
 

Remarque : l’axe des ordonnées est asymptote verticale à la courbe représentative de la fonction ln 

 

 

Tangente  1T à
lnC au point A ( 1 ; 0 ) 

'( ) ( ) ( )y f a x a f a     avec 1a   ; '( ) 1f a   et (1) 0f   donc  1T  : 1( 1) 0y x    soit  1T  : 1y x   

 

Tangente  eT à
lnC au point B ( e ; 1 ) 

'( ) ( ) ( )y f a x a f a     avec a e  ; 
1

'( )f e
e

  et ( ) 1f e   donc  eT  :
1

( ) 1y x e
e

    soit  eT  :
1

y x
e

  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. D’autres limites (croissances comparées) 

 

 

Propriétés :        
 

0

1ln
lim 1
x

x

x


     

 

ln
lim 0

x x

x
 

   (c. c.) 
+0 

lim ln 0
x

x x


    (c. c.) 

 

 

Démonstration : 

 

• La fonction ln est dérivable en 1 ; en ce point le nombre dérivé est 1, donc 

0

ln(1 ) ln1
lim 1
h

h

h

 
  d’où la formule 

 

• Posons lnt x . On a lim ln
x

x


   donc lim
x

t


  . 

On a 
ln

t

x t

x e
  qui est l’inverse de 

te

t
, or lim

t

t

e

t
   donc la limite de l’inverse est 0. 

 

• Posons lnt x , on a alors ln tx x te , or quand x tend vers 0 par valeurs positives, t tend 

vers    or lim 0t

t
te


  d’où le résultat 

 

 

Exemples : 

 Déterminer les limites suivantes :   

     1)     lim 3 4 ln
x

x x


                2)      
0

lim ln 5
x

x x


   3) 
ln 1

lim
4x

x

x




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4. Fonctions composées avec la fonction ln  

 

Propriétés : 

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur l’intervalle I. 

On considère la fonction composée f par  ( ) ln ( )f x u x  

 

• La fonction f est définie sur I et dérivable sur cet intervalle. 

    '
'( )

'( ) ln ( )
( )

u x
f x u x

u x
   et le signe de '( )f x  est celui de '( )u x  

 

• a désigne un réel ou   ou   

 

  si lim ( )
x a

u x


   alors lim ln( ( ))
x a

u x


   

  si lim ( ) 0
x a

u x


  avec ( ) 0u x   alors lim ln( ( ))
x a

u x


   

  si lim ( )
x a

u x b


   ( b > 0 )  alors lim ln( ( )) ln
x a

u x b


   

 

 

Démonstration : 

 

• d’après la dérivation d’une fonction composée, 

on a :     
1 '( )

'( ) ln ( ) ' '( ) ln' ( ) '( )
( ) ( )

u x
f x u x u x u x u x

u x u x
       

  Puisque ( ) 0u x  , '( )g x  et '( )u x  sont de même signe. 

• Ce sont des applications des règles opératoires sur les limites de fonctions composées. 

 

 

Exemples : 

 

a) Déterminer la dérivée des fonctions suivantes : 

  ( ) ln 1 xf x e    
2

( ) ln
3

x
g x

x

 
  

 
  

3
( ) ln

5
h x

x

 
  

 
 

 

 

b) Déterminer les limites suivantes : 

  lim ln 1 x

x
e


    

2
lim ln

3x

x

x

 
 

 
  

5

3
lim ln

5x x 

 
  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



IV - Fonction logarithme décimal  
 

Définition 

On appelle fonction logarithme décimal la fonction notée log  définie sur  0;  par 
ln

log
ln10

x
x   

En particulier,  log10 1   et   log1 0 . 

 

 

Propriétés : 

• La fonction log est définie et dérivable sur  0; . 

• Elle est strictement croissante sur cet intervalle car ln10 0  

• La fonction log  possède toutes les propriétés algébriques de la fonction ln . 

 En particulier, pour tous réels a et b strictement positifs et p entier quelconque : 

 log( ) log loga b a b    ;  log logpa p a  ;  log 10 p p  

 

Exemples : (Transmath p. 153) 

 
 

 


