INTEGRATION ET PRIMITIVES

| NOTION D’INTEGRALE SUR UN INTERVALLE

Le but de l'intégration est de calculer la surface délimitée par une courbe et
I’axe des abscisses.

Deéfivition  : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;D].

Soit € sa courbe représentative.
Le plan est muni d"'un repere orthogonal (O, I,]).

On appelle
e Unité d’aire (u.a.) : 'aire du rectangle bati a partir des points O, L et J.

¢ Domaine sous la courbe : domaine délimité par la courbe €%, '’axe des abs-
cisses, et les droites d’équation x = aetx =b (a < b).
Ce domaine est I'ensemble des point M(x;y) du plan tels que :
a<x<h & 0Ky fix)

e Intégrale de f sur[a;b] :la mesure de
l'aire en u.a. du domaine situé sous la
courbe %f.

b
On la note : / f(x)dx

f

I .

Remargue :
b
° / f(x)dx selit: « somme ou intégrale de a a b de f(x)dx ».
a

e La variable "x" est une variable muette, c’est a dire qu’elle n’est plus présente
lorsque le calcul est effectué.

e La variable x peut étre remplacée par : t, u, ou toute autre lettre a 'exception
deaetb.

Exemple : On donne la représentation 1

suivante d’une fonction f sur [—2;3]
ainsi que les mesures : Ol = 2 cm et
OJ =3 cm. Calculer : 14

e [/unité d’aire.

f S ——

\

1
i
1
3 ( = !

0/ f(x) dx puis l’aire en cm? 3 =2 -1 1 2 3
-2

L/unité d’aire vaut: 2 x3 = 6 cm?

Pour calculer l'intégrale, il faut calculer 1’aire sous la courbe en unité d’aire soit
le nombre de rectangles. Il y a 7 rectangles pleins un demi rectangle en haut a

gauche et un triangle en haut a droite de c6té recpectifs 2 et 1 soit 22L1 = 1 rec-
tangle. On en déduit donc :

3
/f(x)dx:8,5 et o =8,5x6=>51cm?
-5

Intégration et primitives 1

Term. S



Exemple de calcul d’intégrale : la quadrature de la parabole

Le probleme : Calculer I'intégrale de la fonction carrée f sur [0; 1].

Il s’agit donc de calculer l'aire &/ sous la parabole dans I'intervalle [0;1]. L'idée

de Riemann est d’encadrer cette aire par deux séries de rectangles. On divise
l'intervalle [0;1] en n parties. Sur chaque petit intervalle %, % , on détermine
la valeur minimale et maximale de la fonction carrée. Comme cette fonction est
croissante sur [0;1], la valeur minimale est f (%) et la valeur maximale f % i

On obtient alors ces deux séries de rectangles comme la figure ci-dessous :

A
] C—suiteT,

I\ \1 Suite S,

A,

() b i
fged == S
N

N

4o

\ 4

NI

ENEN
2~
2|+

On définit deux suites avec f(x) = x?:

e La suite (S,,) des rectangles hachurés dont l'aire est S, :

(1)2 1 (2)2 1 (n—1)2 1
Su=\=} xX=4+|—-} X=4+---+ X —
n n n n n n
124224 (n—1)
- =

e La suite (T,) des rectangles bleus dont I'aire est T, :

1%% 1 x| %2 7 ax2 1

To= (=) x—+ (2] xo4(2) =44 () x=
n n " n n n n n
_12_'_22_{_'_‘_”2

1
n3 n

=S, +

n
L’aire sous la courbe & vérifiedonc: S, < & < T,

Ngori't}xme_ : Calculer a l'aide d'un algorithme les valeurs de S, et T}, lorsque
=5, 10, 20, 100, 1640
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Programme classique pour déterminer les Variables
termes d’une suite définie par une somme. N. 1S T
On obtient alors les résultats suivants a 104 éilr;o%ﬂ\_mg
pres: 8.5
= g T Pourlxlrgriantdelél\]—-l
5 0,2400 | 0,4400 S+ e — S
10 | 0,2850 | 0,3850 ;
20 | 0,3088 | 0,3588 Tnitons
100 | 0,3284 | 0,3384 S+— =T
1000 | 0,3328 | 0,3338 Afficher Set T

On constate que les deux suites semblent converger vers la méme limite :
51000 = T1p00 = 0,333

Remargue : D’apreés le tableau de valeur, on peut conjecturer que la suite (S,)

est croissante et la suite (T}) est décroissante. De plus leur différence T, — S, = %
tend vers 0. On dit alors que les suites sont adjacentes.

Démonstration : Montrons que ces deux suites convergent vers la méme li-
mite.
On peut montrer par récurrence que la somme des carrés est égale a :

2 _n(n+1)(2n+1)

P42 4 tn .

En appliquant cette formule a I'ordre n — 1, on obtient :

n—n2(n-1)+1 nn-1)2n-1)
6 - 6

4224t (n—1)72 = (
En appliquant cette relation aux suites S, et T, on obtient :

:n(n—l)(Zn—l)_l_l 1

B n® 3 2032
we+DCael) L1 1
L= 613 =3t T2
= i 7 11
e e R Al e
—_ .\ . 1 . 1
On en déduit par addition: lim S, == et Im T, =3
n—-+oco 3 n— 400 3
: i) L 5 1
Comme les deux suites encadre &7/, ona: &/ = 3 u.a. etdonc / x-gg s 3
0

Calevlette TI 82 :Pour calculer la valeur exacte de cette intégrale faire (dans
le menu math)

fonctIntégr(X?, X,0,1)> Frac on retrouve 1/3
Calewdette Casio: Pour calculer la valeur exacte de cette intégrale faire (dans

le menu OPTN)
[dx (x~2,0,1)
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Intégrale d’une fonction continue positive

On généralise cet encadrement a une fonction f quelconque continue et posi-
tive. On divise 'intervalle [4; b] en n parties égales. Sur chaque petit intervalle, on
détermine la valeur minimale et maximale de la fonction f. L'aire sous la courbe
est alors encadrée par deux suites correspondantes a 1'aire des rectangles hachu-
rée et 1’aire des rectangles bleus. Ces deux suitesconvergent vers la méme limite
qui correspond a l'intégrale de f sur [g; b] (théoréme admis) comme le montre la

figure ci-dessous.

[ Suite T},
KX Suite S,

Les suites (S,) et (T,) convergent vers
une méme limite o/

b
On adonc: / Fla)ds =
a

Remarque : Le symbole dx dans l'intégrale est
une notation différentielle qui symbolise une

NN

N

NAN

trés petite distance et représente la largeur de
chaque petit rectangle. f(x) dx représente l'aire
d’un rectangle et le symbole [ devant signifie

que l’on fait la somme des aires de chaque petit

NN
R

4

o

rectangle.

1
Exemple : Calculer I'intégrale suivante : / s V1 —x2dx.

Le demi cercle de centre O et de rayon 1
a pour équation : x> + 4> = 1. Onen dé-
duit alors que le demi-cercle de centre
Oetderayon 1 poury > 0a pour équa-
tion y = v/1—x2 On en déduit que
I'intégrale est 1’aire du demi-cercle de

o
rayon 1 soit 5

1
Conclusion : / V1—x2dx = A1
4

A

2

Définition cinématique de ’intégrale

On a donné jusqu’ici une défintion géométrique de l'intégrale, on peut aussi
donner une définition cinématique de l'intégrale.

Pour un mobile se déplagant sur une trajectoire a la vitesse v(t) positive ou
nulle, la distance d parcourue par le mobile entre les instants f; et {, s’exprime

par:

Intégration et primitives
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Il PRIMITIVE

1) Théoréme fondamental

Théoreme : Soit une fonction f continue et positive sur un intervalle [a; b].

X
La fonction F définie par: F(x) = / f(t)dt estdérivablesur [a;b] et F' = f
a

ROC Démonstration : Dans le cas ot f est croissante sur [;b] (On admet ce théo-
reme dans le cas général).

On revient 4 la définition de la dérivée, il faut montrer que si xp € [a;b] :

’1}2}) F(X() +h})l = F(JCO) :f(XO)

e 1ercas:h > 0,ona:

xo+h X0 xo+h
F(xo +h) — F(xo) = / F(£)dt — / F(t)dt = / F)dt = o
a a X
(par soustraction d’aire). ’
On sait que f est croissante sur [4;b],
doncsit € [xg; %o+ h],ona:

f(x0) < f(t) < f(xo+h)

LS

R i S

‘donc en encadrant l'aire &/ o

par le rectangle minorant (hachuré) et

le rectangle majorant (bleu) laire ( en L >
bleu), ona: or 4 Xo xo+h

flag) xh Lol £ FlogFh)xh
f(x0) < % f(xo+h)
)

f(x0) < F(xO F(x())

< f(xo+h)

F("“M,Z_P(x‘)) < flxo+h)

® 2¢cas: h < 0, on montre de méme que: f(xp) <

e Conclusion : on sait que f est continue sur [g; b], donc Igin% flxo+h) = f(xo0)
._é

F(xo+ h]?l — F(xp) e )

D’apres le théoréeme des gendarmes, on a : 11111%
.._)

2) Définition

Defivition :  f est une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f

admet une primitive sur I si, et seulement si, il existe une fonction F dérivable sur
I tel que:
Veel Fixl=fix)

Exemple
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2x. Déterminer une primitive de f.
F dérivable sur R et définie par F(x) = x? est une primitive de f car :
YwER Filx)=2x
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Théeoréme : Soit une fonction f admettant une primitive F sur I, alors toute

primitive G de f est de la forme :

Vxel G(x)=F(x)+k keR

“Deémonstration : Soit la fonction G une fonction définie sur I par :
G(x) =F(x)+k

G est manifestement dérivable sur I car somme de fonctions dérivables sur 1.
Ona:
G'(x) = F'(x) = f(x)

G est donc une primitive de f sur L

Réciproquement si G est une primitive de f sur I, alorson a:
Vel (F—G)(x)=F(x)-G(x) = f(x) - f(x) =0

Si la dérivée de (F — G) est nulle alors (F — G) est une fonction constante.

Donc :
Vxel G(x)=F(x)+k keR

Exemple : Sila fonction F définie sur R par F(x) = x? est une primitive de
la fonction f définie sur R par f(x) = 2x alors la fonction G définie sur R par
G(x) = x? + 3 est aussi une primitive de f sur R.

3) Primitive vérifiant une condition initiale

Théoreme  : Soit f une fonction admettant une primitive sur un intervalle L

Soit xg € L et yp € R. Il existe une unique primitive F de f sur I tel que :

F(x0) = yo

Deémonstration : Soit F et G deux primitives de f sur I. On a donc :
F(x) =G(x)+k

si on impose F(x() = yq alors il existe un unique k tel que k = yo — G(xp)

Exemple : Déterminer la primitive F de f(x) = 2x tel que F(2) = 3.

F est une primitive de f donc: F(x) = x> +k
F(2) =4+k alorts k=F@2)—4=3—-4=-1 donc Flx)=x>—1
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4) Existence de primitives

ROC

Théeoréme : Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives

sur L.

Deémonstration : Cas oil le fonction f est continue sur un intervalle [a; b] et
admet un minimum m. On pose la fonction g telle que : g(x) = f(x) —m

¢ est continue (car somme de fonction continue) et positive sur [a;b]. D'apres le
théoreme fondamental, la fonction G définie ci-dessous est une primitive de g sur

[a; b]. )
G(x):/a g(t)dt

La fonction F définie sur [4;b] par: F(x) = G(x) 4+ mx est alors une primitive

de f car:
F(x)=G'(x)+m= f(x) —m+m= f(x)

Remargue : On admet ce théoreme dans le cas général.

"X
/ f(t) dt est la primitive de f qui s’annule en a
Ja

5) Primitive de fonctions élémentaires

Par lecture inverse du tableau des dérivées, on obtient le tableau des primitives
suivantes en prenant comme constante d’intégration k = 0:

Fonction Primitive Intervalle
f(x)=a F(x) = ax R
2
f(x) =x P(q):% R
flx) = S R
xX)=ux =
(¥) n—+1
f(x) = % F(x)=Inx 10; +o0[
. 1
flxy== n#1 | F(x)= =D | —00; 0] ou ]0; 400
1
f(x) =/ F(x) =2vx R%
f(x) =sinx F(x) = —cosx R
f(x) = cosa F(x) =sinx R
f(x) =¢" F(x) =¢* R
Intégration et primitives 7
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Exemples : Quelques exemples d’application du tableau :
5

) SR, flx)=a* aloits F(x)= %
1

. 1
2) sut Ry, f(x)=— dlors P(x):~2—x2

x3

On pourrait aussi considérer que f(x) = x>, en appliquant la formule de la
3
; s ; ; x 1
fonction puissance, on obtiendrait: F(x) = —5 = 55

6) Reégles d’opérations

D’apres les regles de dérivation, on déduit les regles suivantes en prenant comme
constante d’intégration k = 0:

Primitive de la somme [(u+v)= [u+ [v
Primitive du produit par un scalaire [ (au) =a [u
H"+1
Primitive de  u'u" [ u'u" =
- n-+1
. u' 1’
Primitive de — J —=In |1t
1
Primitive d 1! 'r 1’ . 1
’rimitive de —= #1 Jogm = —m
Primitive de W | v 2/u
-‘imitive de = T
Primitive de  u'e* [ u'et = e
e 1
Primitive de  u(ax + b) [[u(ax +b) = —U(ax + b)
: a

Exempley de colewly de primitives :

/A Bien adapter le coefficient lorsque cela est nécessaire pour obtenir une forme
donnée

I 2
Polynéme: f(x)=2x%—2x2+4x—1, alors F(x)= ZX4 - §x3 +2x% —x

_ (xZ - 1)4

Forme u'u™: f(x) =2x(x*—1)%, alors F(x) 5

18— 1P _ (B —1)°

f<x)=(3x-1)4=%[3<3x—1>4}f s Bgl=e & 15
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Forme —: f(x) = PIY alors  F(x) =1n|2x — 3]
1 1 4 1 _
f(x)—4x+1 =3 {T—I—l} alors P(x)ziln|4x+l|
u’ ¥+ 1 2x 42
F RN =y == — al
omae st i) (x2+2x—3)2 2 [(x2+2x~3)2}' Sas
=
Pl o
W= oo —9)
Forme -, Flx = : alors F(x)=2y/x+4
NS Vx+4 B
)= T, 42—} alors F(x)= & x2v2x+1=3v2x+1
V2x+1 2 [V2x+1) 2
1
Forme u’e®: f(x) =%t = - [4¢**1], alors F(x) = Lerst

4 -+

1
f(x) = P = —5 [—2xe"‘2+3}, alors F(x)= _ie_xZH

Remargue : Trouver une primitive n’est pas toujours chose facile. Des manipu-
lations complexes (les fonctions rationnelles, fonctions posseédant des radicaux)
sont parfois necessaires pour déterminer une primitive (cf compléments sur l'in-
tégration). Parfois la primitive ne correspond a aucune fonction connue, elle est

alors uniquement définie par une intégrale (par exemple la primitive de e_xz)

Contrairement a la dérivation qui est toujours possible, la recherche de primitive
s’avere donc parfois impossible ! !

1l INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE

1) Calcul a partir d’une primitive

Théesreme  : f estune fonction continue sur un intervalle I. F est une primi-

tive quelconque de f sur ], alors pour tous réelsaet bdeIona:

[ Fydx = B = E6) - F(@)

Deémonstration : Silafonction f est continue sur I alors f admet une primitive
G sur I qui s’annule en 4. On a alors pour tous réels a et b de I:

x -b
Glx) = / f(t)dt onaalors: / Flxyde = G(b)
Ja a
Soit F une primitive quelconque de f sur I, alors il existe un réel k tel que :

F(x) =G(x) +k

Intégration et primitives 9 Term. S



On obtientalors: F(a) =k et G(b) =F(b)—k = F(b) — F(a).
)
Conclusion : / f(x)dx = F(b) — F(a).
a
Exemples :
2

1) Calculer l'intégrale suivante : / (2% —4x 4 3)dx
J—-1

2 x5 2
/ of =y 1 8dw= |~ S05F 4 3%
- 3 5

:(§—2x4+3x2)~<—%—2—3)

8 1
=3~ 8+6+-+2+3=6
2) Calculer l'intégrale : [ g —SD—Cw—_dx

? B Jo (@ +1)2

/2 3x dx_3/2 2¢ 3 1 ¥ 3 L, 4.8

o (2+1)27 7 2Jo (x2+1)2 2| x2+1], 2\ 5 B

2) Intégrale et aire

Propriete  : Relation entre aire et intégrale
e Soit f une fonction continue sur un in- 1

I'aire délimitée par la courbe, 'axe des : 0

abscisses et les droites x = g et x = b. 4 :
On a alors : \/\
b
@ = / f(x)dx
a

s Soient deux fonctions f et ¢ continues 3 €5

sur [a; b] telles que f > g. Soit 2 Vaire / '——_\

tervalle [4;b] telle que f < 0. Soit & a b
i
i
i

comprise entre les deux courbes et les
droites x =aetx = b.On aalors:

( S
\

A

9= [(-90d '

«
O
o

Deémonstration : La premiére propriété se montre facilement par symétrie avec
I’axe des abscisses.

La deuxiéme propriété est directement liée a la soustraction de deux aires.
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3) Propriétés algébriques de l’intégrale

Propriete  : Soit f une fonction continue sur un intervalle I alors :

1) Vael ona: /af(x)dx=0

a b

2) Va,bel ona: / flxjdx— —/ f(x)dx
b a

3) Relation de Chasles

Va,b,cel ona: /acf(x)dx:/abf(x)dx-{—/bcf(x)dx

Démonstration : Ces propriétés découlent immédiatement du calcul a partir
de la primitive F de f. Par exemple pour la relation de Chasles :

b c c
/a Flx)dx + /b F(x)dx = E(b) — F(a) + F(c) — E(b) = F(c) — F(a) = / F(x)dx

Emrg/ue :

e Si une fonction est paire, alors d’apres la relation de Chasles, on a :

/_aaf(JC)dx:/:f(x)dxntfoaf(x)dx:/Oaf(x)der/Oaf(x)dx:2/Oaf(x)dx

s Si une fonction est impaire, alors d’aprés la relation de Chasles, on a :

" flx)dx = _0 Fedes | Fltre= - { fldaes I fojda=0
a a JO 0 0

Théeorame  : Linéarité de U'intégrale

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I contenant a et b, alors pour
tous lesréelsx et f,on a:

/ﬂb(af-i-ﬁg)(x)dx — rxfubf(x)derﬁ/abg(x)dx

Deémonstration : idem, cela découle immédiatement des primitives F et G des
fonction f et g.

Exemple : f et g sont deux fonctions continues sur [0, 1] telles que :

/Olf(x)dx = % et /Olg(x)dx = %

/(;1(5f—38)(x)dx - 5/01f(x)dx—3/01g(x)dx = g_ _ g = %

Intégration et primitives 11 Term. S



4) Intégrales et inégalités

Théoreme  : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].
1) Positivité
Si f > 0 sur [a; b] alors : /bf(x)dx >0
2) Intégration d'une inégalitéa
Si f > g sur [a;b] alors : /bf(x)dx = /bg(x)dx
3) Inégalité de la moyenne : ;

Vx € [a;b], m < f(x) <M alors m(b—a)g/bf(x)dxéM(b—u)

Demonstration :
1) Immédiat car si la fonction est positive, l'intégrale représente l'aire sous la
courbe, donc la quantité est positive.

b
2) Sif > galorsona: f — g > 0doncd’apréslel),ona: / (f=g)lx)dx=0
a
D’apres la linéarité de 1'intégrale, on a :

[ 9@ = [ pax— [ stxax

: b b
On en déduit donc que / Fla)dx = / g(x)dx
a a

3) De l'’encadrement de la fonction f, d’aprés le 2), on en déduit :
me L) S N
b b b
/ mdx < / Ffla)de < / Mdx
a Ja a
b
< [ ) de < M
a
b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a)
a

g 1
ExaMPle : Encadrement de l'intégrale suivante : [ = /0 T ﬁdx

On encadre la fonction f sur [0;9] : On applique ensuite l'inégalité de la
moyenne :
A 19 0) < 9—1 dy £ 1(9—0
0<vx <3 Z(_)\/ou\/azx\ =
9
1Sl balu<d 2</ b apgw
1< 1 25 4 = Jo 1++/x
47 1+x z<1<9
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5) Valeur moyenne

Théoréme  : Soit une fonction f continue sur un intervalle [g; b]. La valeur

moyenne de la fonction f sur [g; b] est le réel y défini par :

b
p=y [ fr)ax

Remargue. :

e Cette définition est la généralisation de la moyenne d'une série statistique :
1 ¢
B ¥ X
N L "

e Cinématique. On peut donc donner la définition de la vitesse moyenne V d'un
mobile entre les instants ¢; et £, dont la vitesse instantanée est v(t) :

1% . /tz (t)dt
= v
th—1t Jy

Ivterprétation 3rA.PH%)e :

Soit f une fonction continue et positive
sur [a;b], On a alors :

o= /abf(x)dx
= (b —a)

L'aire & est égale a 'aire du rectangle
rouge sur la figure ci-contre

Exemple : Calculer la valeur moyenne y de la fonction sinus sur [0; 7t].
2

—l/nsinxdx—~}—[—cosx]”-l(l—i—l)——
=% b @ V" B
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IV CALCUL DU VOLUME D’UN SOLIDE

1) Présentation d’une méthode de calcul

Une méthode pour déterminer le volume d"un solide, consiste a découper celui-
ci par des plans paralleles. On inteégre ensuite les surfaces obtenues par ce décou-
page suivant ’axe normal a ces plans.

On s’intéressera uniquement au volume de solide de révolution.

Solide de révolution : solide engendrée par une surface de révolution

Surface de révolution : surface engendrée par une courbe (directrice) tournant
autour d’un axe.

SiI’axe (Oz) est 1’axe de révolution, le volume V du solide de révolution est égal

GBS

V= /:S(z)dz=/:7rr2(z)dz

2) Calcul du volume d’une sphére

Compte tenu de la symétrie de la
sphére, on calcule le volume d'une
demi-sphere qu’on multipliera ensuite
par 2.

On découpe ainsi la demi-sphere avec
des plan perpendiculaires a ’axe (Oz).
Les surfaces obtenues sont alors des
cercles de rayon r(z). La surface de ces
cercles S(z) vaut :

S(2) = nr?(2)

1l reste donc a déterminer le rayon r(z) en fonction de z a I’aide du théoréme de
Pythagore dans le triangle OMN rectangle en N(0,0,z) :

2(z) = R®> — 22

On obtient alors le demi volume de la sphere :

1 2 2 2 Z3 3 1:3 2 3
V = - R
> —/0 S(Z)dZ—/ 7'[(R z )dZ—TL’[RZ 3]0 =TT (R 3 ) 37‘[

On en déduit alors le volume de la sphere que tout le monde a appris: V = %nR"’

3) Volume d’un cone

On découpe le cone d’axe (Oz) avec des
plans perpendiculaires a I’axe (Oz). Les
surfaces obtenues sont alors des cercles
de rayon r(z).
1 reste donc a déterminer le rayon r(z)
en fonction de z a 'aide du théoreme
de Thales dans les triangles : AOC et
AA’B,onaavec A’(0,0,2) :
AA  AB (h—uz) r(z
AO-OC 7 ~m TR

Onendéduitque: r(z) = %(k —z)

On obtient ainsi le volume du cone :
h h R2 7tR2 h
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On retrouve ainsi le volume du céne que tout le monde connait: V = —gn'th
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