GEOMETRIE VECTORIELLE

I Caractérisations vectorielles

1. Vecteurs de ’espace

On étend la notion de vecteur dans le plan a I'espace.
— =

Un vecteur ii = AB # 0 est donc défini par:

e une direction (la droite (AB));

e un sens (de A vers B);
e une norme ou distance notée : ||ii|| = AB

Théoréme : Deux vecteurs AB et CD sont égaux si, et seulement si, ABDC

est un parallélogramme.

— =
AB =CD <& ABDC parallélogramme

On définit, comme dans le plan des opérations avec les vecteurs.

e A R
¢ L’addition par la relation de Chasles : AB +BC = AC
La construction de la somme de deux vecteurs de méme origine s’effectue par
un parallélogramme.
o Le produit d'un vecteur par un scalaire : soit un réel A et le vecteur 7 = Aul
— 7 ala méme direction que le vecteur #
— U ale méme sens que i si A > 0 et un sens contraire si A < 0
= |[3]] = [A] < [ ||

Delivition  : Deux vecteurs if et ¥ sont colinéaires si, et seulement si, il existe

un réel k tel que 7 = kil

_)
Remmrgye : Le vecteur nul 0 est colinéraire a tout vecteur

Théeoreme  : De la colinéarité, on déduit que :

- : e g

e les points A, Bet Csontalignés < JkeR, AC =kAB
— —
e lesdroites(AB) et (CD) sont paralleles <« dJkeR, CD =kAB

e
¢ une droite (AB) est I'ensemble des points M tels que: AM =kAB, ke R
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2. Caractérisation vectorielle d’un plan de I’espace

Theoréme : Un plan est engendré par deux vecteurs non colinéaires.

Le plan (ABC) est donc I'ensemble des
points M tels que :
— s WA e -
AM =xAB +yAC (xy)€eR
(x;y) sont donc les coordonnées dans le

repere (A, AB ,AC ) du point M dans
le plan (ABC)

—  —
Remargue : On dit que les vecteurs AB et AC sont des vecteurs directeurs du
plan (ABC) ou forment une base pour le plan (ABC)

Théoreme  : Sideux plans ont le méme couple de vecteurs directeurs (i, 0)

alors ces deux plans sont paralleles

3. Vecteurs coplanaires

“Defivition : Trois vecteurs i, ¥ et @ sont coplanaires si et seulement si, on

peut exprimer le vecteur @ en fonction de i/ et 7

=

il, U, W coplanaires < 3(a,b) € R> D=ail+b7d

Theoréme : Les points A, B, C et D sont coplanaires si, et seulement si :

== 7 >
J(a,b) e R?, AD =aAB +bAC

II Repérage dans 1’espace

Théoréme . Un repere (O, 7, 7, k) dans l'espace est constitué d’un point

origine O et de trois vecteurs non coplanaires : 7, 7 et k.
e Tout point M de l'espace est alors défini par :

— 0 = o 3
OM =wx7ityjtzk (pyzleR

e Les trois réels uniques (x,y,z) sont appelés coordonnées du point M dans le
repere (O, 7, 7, k). x correspond a 'abscisse, y a 'ordonnée et z a la cote.
e le repere (O, 7, 7, k) est dit orthonormal si, et seulement si,

17l = 17l =|k]| =1 et 7, Jetkorthogonaux?2 a2
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Conséguences

Tous les résultats de la géométrie plane s'‘étendent a l'espace par I'adjonction d'une troisieme coor-
donnée.

1. Dans un repére (O; i, 7, k)

e Si U et v ont pour coordonnées (x ; y;z) et (x";y’;Zz’),alors:
— pour tout réel k, ku a pour coordonnées (kx ; ky ; kz) ;

—le vecteur U + v a pour coordonnées (x + x"; y+y’;z+ 2').

e Si AetBontpourcoordonnées (x, ; ¥ Za) et (Xg; yg: Zg), alors :

— le vecteur AB a pour coordonnées (xg — Xp ; ¥Yg — Ya i Zg — Zp) ;

Xp+ X + zZ,¥+Z
- le milieu | du segment [AB] a pour coordonnées ( B 5 ¥ Ya > L - > B> :
2. Dans un repére orthonormé (O ; 7, J. k)

[G]|=Vx®+y*+2* et AB:IIE||=\/(xB—xA)2+(yB—yA)2+(zB—zA)2.

I8}

Exemple  : Soient quatre points A(2;0;1), B(1; —2;1), C(5;5;0), D(—3; —5;6).
1) Montrer que A, B et C ne sont pas alignés.
2) Montrer que A, B, C et D sont coplanaires.
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ExeMPle : Soient les points A(6;8;2); B(4;9;1); C(5;7;3) dans un repére or-
thonormal. Montrer que le triangle ABC est rectangle.

Remargue : Contrairement a la géométrie plane, on ne peut calculer le déter-
minant pour tester la colinéarité.

Ewr%ae : Pour déterminer a et b, il faut résoudre un systeme a trois équa-
tions & deux inconnues. Une équation peut alors étre incompatible avec les
deux autres. Dans ce cas les coefficient a et b n’existent pas. Les points sont
alors non coplanaires.

III Représentation parameétrique d’une droite et d’un plan

1. Droite

Théeoréme . Soit une droite (A) définie par un point A(xa;ya;za) et un
vecteur directeur #(a; b; ¢).

La droite (A) admet donc un systéeme d’équations parametriques, appelé repré-
sentation paramétrique, de la forme :
Xi—= XA A=At
(A) y=ya+bt teR
Z —ZAHGT

—
Deémenstration : Soit un point quelconque M(x;y;z) de A), alors AM et i
sont colinéaires, donc :

___) L
JdteR telque: AM =ti
On obtient alors le systéme suivant :

X—xpA=at X =xx+at
y—ya=bt & Jy=ya+bt
Z—Zx =6t z2=2zp+ct
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Exercice

Donner une représentation paramétrique de la droite (AB) ou A(-1;2;-3)et B(1;-1; 1)

Exercice

Les représentations paramétriques suivantes sont-elles associées a une méme droite ?

x=21-1 x=3-6s
y=* teR et y=-3s+2 seR.
z=1-3t z=9s5-5
Exercice
x=1+1 xX=3s+2
Considérons les droites : (d) {y =2t-3 teR et(d) jy=-s-1 seR.
z=-1+2 z=s+1

Etudier l'intersection des deux droites (d) et (d’), si elle existe.
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2. Plan

Théoréeme : Soit un plan & défini par un point A(x4;y4;z4) et deux vec-
teurs non colinéraires ii(a; b; c) et T(a; B; ).
Le plan 22 admet donc un systéeme d’équation paramétrique, appelé représenta-
tion paramétrique, de la forme :
X =xp+at+uas
77 y=ya+bt+pBs (t,5) € R?
zZ=zZpa+cCct+ys

Exercice
On considere les points A(2 ;-1 ;-3),B(0; 1;4)et C(-3;0;0).

1) Montrer que les 3 points A, B et C définissent un plan.
2) Donner une représentation parameétrique du plan (ABC).
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