Chapitre 1V : Fonction exponentielle

| — La fonction exponentielle

1. Un résultat préliminaire :

Théoreme
a et b sont deux réels aveca=0
Si f est une fonction dérivable sur R , alors la fonction g définie sur R par g(x) = f (ax+b)est

dérivable sur R et g'(x) =af '(ax+b)

Démonstration (facultatif) :

Pour tout nombre h # 0, notons T (h) le taux d’accroissement de gentrexet x + h :
o gx+h =gl  flalx + h)+b) — flax + b)
h B h '

Le nombre a étant non nul, T(h) = a x

flax + b+ ah) — f(ax + b)

ah
Posonsax+b=Xetah:H;a|orST(h):axwl
e fXEH—FX)
Or: fim H=0 et im Z2 20 =20 — ().

D'apres le théoreme sur la limite d'une fonction composée (chapitre 2, théoréeme 3, p. 58) :
. flax+b+ah)—flax +b)
LITJ = =f'(ax +b).

Il en résulte }I]ir'rg T(h)=a xf'(ax + b). Ainsi, g est dérivable en x.

Ce résultat étant vrai pour tout nombre x, g est dérivable sur R et g’(x) =af(ax + b).

2. La fonction exponentielle

Théoréme et definition
Il existe une et une seule solution f définie et dérivable sur R telleque: f'=f et f(0)=1.

Cette fonction est appelée fonction exponentielle et on la note exp.

Démonstration :(exigible)

» Existence (ADMIS)

> Unicité
e Soit f une fonction dérivable surR telle que f ‘=fet f(0)=1
Pour tout réel x, on pose @(x) = f (X) f (—x)
f étant dérivable sur IR, alors ¢ 1’est aussi et on a pour tout réel x
@'(x) = f'()f(=x)+ F () [~ (-x)]
p'(x)= () f(=x)- () f(-x)
¢'(x)=0
Donc ¢ est constante sur R et ¢(0) =1 et, par conséquent, pour tout réel x,
o(X)=1=f(x)f(—x)etdonc f(x)=0




eRaisonnons par I’absurde
Soit g une autre fonction dérivable sur R telle que g'(x) =g(x) et g(0)=1.

On a vu précedemment que f(x)=0 (également g(x)=0 ) alors la fonction [%j est dérivable

B et (g] 99001 _
f [f(0]
g9

La fonction quotient (Tj est alors constante sur R

Or [%j(O) =1 donc f =g . Et, par conséquent, f est unique.

3. Conséguences (1éres propriétés)

Propriétés :
1. Lafonction exponentielle est dérivable sur R et sa dérivée est égale a elle-méme, exp'(x) =exp(x) .
2. Lafonction exponentielle est continue sur R et, de plus, exp(0) =1.

1
exp(x)

3. Pour tout réel x, exp(x) #0 et exp(—x) =

Théoréme
a et b sont deux réels aveca =0

La fonction f définie par f (x)=exp(ax+b)est dérivable sur R et pour tout réel x f '(x) =aexp(ax+b)

Cela résulte du résultat préliminaire.

(> Exemple. Soit la fonction h définie sur R par h(x) = exp(—3x +1).
h est dérivable sur R et pour tout nombre x, h’(x) = — 3exp(-3x +1).

Il — Propriétés de la fonction exponentielle

1. Propriétés algébrigues

Propriété : pour tous réels a et b, exp(a+b) =exp(a) xexp(b) .

Démonstration :

Soit b un nombre quelconque. Le nombre exp (b) est non nul.
e foneiotg e sor et gl =200 +
On considére la fonction g définie sur R par g(x) = ol

La fonction x — exp (x + b) est dérivable sur R et a pour dérivée x — 1x exp’(x + b) (voir § 1).

i exp’(x +b) exp(x+b)
Donc, g est dérivable sur R et pour tout nombre x, g X)= = =g(x).

exp (b) exp(b)  exp(b)
= =1
De plus, g(0) — |
La fonction g est donc telle que g’ = g et g(0) =1 : c'est la fonction exponentielle.
X+b .
Ainsi, pour tout x de R, exp (x) = —e%(p(b—))' d'oti exp (x + b) = exp (x) X exp (b).

Pour x = a, on obtient exp(a + b) = exp(a) x exp (b).

Remarque : La fonction exponentielle transforme les sommes en produits.



exp(a)

Ty A _b - '
Propriété : pour tous réels a et b, exp(a—b) exp(b)

Démonstration :
exp(a—b) =exp(a+(—b)) =exp(a) xexp(-b)

3 oL _exp(a)
= donc exp(a—b)=exp(a) o) exp(d)

Or, pour tout réel x, exp(—x) =

Propriété : pour tout réel x et n entier relatif, exp(nx) =[exp(x)]".

Démonstration :
e Démontrons par récurrence I'égalité dans le cas ol n est un entier naturel.

Notons &, la proposition : exp (nx) = [exp(x)]", avec nE N.

— Initialisation

Pour n =0, pour tout nombre x, exp(0x) =exp(0)=1= [exp(x)jo, car exp(x) # 0.
La proposition %, est donc vraie.

- Hérédité

Supposons la proposition %, vraie, c'est-a-dire exp (nx) =[exp (x)]".

Examinons la proposition 2, ..
D’aprés le théoréme 4 : exp[(n +1)x]=exp(nx + x) = exp (nx) x exp (x).

Or, par hypothese de récurrence, exp (nx) = [exp()]";

donc exp[(n +1)x]|=[exp (x)]" x exp (), soit exp[(n+1)x]=[exp(x)]"*".

Ainsi, la proposition %, ,, est vraie.

- Conclusion

Comme la proposition %, est vraie au rang 0 et héréditaire, on conclut que % est vraie pour tout
entier naturel n.

e Démontrons maintenant I'égalité dans le cas ol n est un entier négatif.

Soit n un entier négatif, alors n = — m avec m entier naturel.

Pour tout nombre x, exp (nx) = exp (- mx) = N W S [exp ()™ =[exp(x)]".

f exp (mx) /Y[exp(x) o

Gonséquence, déf.1) @ar meN )

e Conclusion : On a donc prouvé que I'égalité est vraie pour tout entier relatif n.

2.Nouvelle notation

L’image de 1 par la fonction exp est notée e soit exp(l) =e.
n
Or, pour tout entier relatif n exp(n) =(expl) =e"

On étend cette égalité & tout réel x, €XP(X) =€*| ( nouvelle notation )

On lit « exponentielle de x » ou « e exposant x »
A la calculatrice, on trouve e ~2,718.




On réécrit les propriétés :

Propriétés

e9=1et el=e

[ ]
a
o 3D —pagh : e—a:ia : ea—b:e_b : ena:(ea)n
e e
Exemples :

Simplifier des expressions

a désigne un nombre réel.

e Lafonction X > e* est dérivable sur R et sa dérivée est elle-méme (ex)'

X

e

(n entier relatif)

Dans chaque cas, écrire l’expresszion avec I'exponentielle d’un seul nombre.
e a+1 exe2“
2a -3
a) e?x (e 9 b)F 9] ca+
Solution
—— P
a) (e—a)B:e—3a —e (eY)1 =M™
x = 5 L e e e T e Xy af — Xty
Donc e2ax(e a)3:e2axe 3a — g2a-3a _ g-a e e Xe'=ege
e2a+1
~ a+l-(2-a v
b) _ o2a+1-(2-0a) 4"/_—\ =
g% e ~e —=¢""Yavec
2a+1 e
Donc ——=eX*1-2+a-gia-1, x=2a+lety=2-a.
e -a
20—l 20 _ al+2a
c) exe¥M=glxe¥=¢ AR g I
2a 1+2a e Penser a écrire:
exe e
Donc-——=—=e”2"'(“+”=ea. e=¢gl
ea+1 ea+1

Transformer des expressions

~e e>0ete™>0,donce'+e*>0
et cette expression est définie sur R.

> On utilise :

eF=—

5 et (ex)Z___eZ\'
e

e¥_eg X el\‘ =
Démontrer que pour tout nombre réel x, — =
ef+e* e+
Solution
Pour tout nombre réel x, B R
2 1 (e.\')2 A
e e i
ot bz & e
e o L et
s ]
e e.\
¥ g ex2_'| e?_\'_-l
Donc - = ( _)2 = ;
e'+e* (@41 e¥+1

111 — Etude de la fonction exponentielle

1.Sens de variation

Pour tout réel x, exp(x)>0.

Démonstration :

2
En effet, x=§+§, ] d’ou exp(x) >0.




On sait que la fonction exponentielle est dérivable sur R et donc continue sur R .

‘ Propriété :  La fonction exp est strictement croissante sur R .

Démonstration:

| On sait que exp'(x) =exp(x) or exp(x) >0 donc la fonction exp est strictement croissante sur R .

Conséquence : e? =eP ¢quivautaa=b et e <eP équivautaa<hb.

2.Limites

TARA - H X __ H X __
Propriété : XI_I)rpooe =0 et X|_|>rpooe = +00.

Démonstration :(exigible)

On considére la fonction f définie sur R par f (x) =e* —x % | —ss 0 B
. f est une fonction dérivable sur R. Ona f'(x)=¢"-1. #(x) _ 0 £
Sur ]-0;0], f'(x) <0 donc f est décroissante et sur [0,+o0|, i el

f est croissante.
De plus, f(0)=1, donc fadmet en 0 un minimum égal a 1.

Par suite f(x)>1,donc f(x)>0 sur R, dou e* >x
De plus lim x =+o0 donc, par comparaison, lim e* = +oo

X—>+00 X—>+00
. Pour déterminer I’autre limite, on pose X =—X, alors lim X =+o0

X—>—0

lime*= lime* = lim = =0 car lime* =4

= | = |
X—>—00 X —>+o0 X —+0 @X X —>+0

Bilan et courbe représentative :

On obtient le tableau de variation de la fonction exponentielle

X —0o0 0 1 +oo
(exp)’(x) + 1 4+ & 4

exp (x) ; /

Remarque :

L’axe des abscisses est asymptote horizontale a la courbe C,,, représentant la fonction exp en —o.

Tangente (T,) & C,,, au point A(0;1)

(To):y=f'(@)(x—-a)+f(a) aveca=0; f'(a)=f'(0)=1let f(a)=f(0)=1

Donc |(T,):y=x+1




Tangente (T,) a C,,,au point B(1e)

(T.):y=f'(@)(x-a)+f(a) aveca=1; f'(a)=f'{1) =e et f(a)=f(0)=e

Donc
(T,):y=e(x-1)+e
(T,):y=ex
y 1
i
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3. Autres limites (Croissances comparées)
Propriété lim&—1-1 im & — 40 lim xe* =0
FIODLELE . x>0 x Xt x x—>—0"
Démonstration :
e La fonction exp est dérivable en 0.
. oo poeh—e? el
Le nombre dérivé en 0 est 1 ; on obtient donc, par définition, lim =lim =1
h—»0 h h—0 h
2
: : e X
e Soit f la fonction définie sur R par f(x)=¢* 5

f est dérivable sur R.Ona f'(x)=e*—x etonsait que e* > x (Cflll) 2) )

donc f'(x)>0 et, par suite, f est croissante sur R .
2

Or f(0)=1. On en déduit que, pour x >0, f(x)> f(0), soit f(x)>1>0 ; autrement dit, e* >X?

X X

e X . X . €
Comme x>0, —>= ;deplus lim ==+ donc lim = =+o0
X 2 X—>+0 2 X—+00 y
. X
e Onpose X =—X, alors xe* s’écrit ——-
e
H H X H X H _1
Or lim X =+ et donc lim xe* = lim -—-= lim —==0
X—>—0 X—>—00 X—>+0 @ X—>+o @
X
Exercice :
Etudier les limites suivantes :  lim (ex—x+1) et lim (x—2)e*
X —> 400 Xm0



4. Equation — inéquation

Propriété :

Pour tout réel strictement positif m, 1’équation eX =m admet une solution unique dans R, notée Inm.

Démonstration :

La fonction exp est dérivable sur R .
Elle est continue sur R . Elle est de plus strictement croissante. Les limites déterminées

précédemment montrent que la fonction exp établit une bijection de R sur ]O; +oo[.

Donc pour tout réel m strictement positif, I’équation eX'=m admet une solution unique dans R .

Méthode de résolution et exemples :

Il faut transformer 1’équation ou I’inéquation pour se ramener a une égalité du type e = e ou

e? <eP. Sinon il est parfois astucieux d’effectuer un changement de variable.

Exemple 1

2
Résoudre eX 2 =g?

Ceci équivaut a
x>-2=2
o xi=4
&S Xx=20ux=-2

Donc S ={-2;2}

Exemple 2
Résoudre e2X —3eX+2=0

Onpose X =e* et X >0, e =X?
Ceci équivaut a résoudre
X?-3X+2=0
Apres avoir calculé le discriminant,
on trouve 2 solutions 2 et 1
Or X >0 donc on conserve les 2
possibilités
Soit e* =1=¢° soit x=0
Et =2 soit x=1In2
Ainsi S ={0;In2}

I\VV — Fonction de la forme e

1. Dérivée

Exemple 3

Résoudre e 1>1

Ceci équivaut a > ¢’
Or la fonction exp est croissante
donc I’inéquation équivaut a
X*-1>0< x> >1

Ainsi S = ]—oo; —l]u[l; +oo[

Théoreme (admis)

u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.
Alors la fonction e : x > e"® est dérivable sur | et (e“)‘ —u'e".

Exemple :

Soit la fonction f définie sur R par f(x) =¢e*
Onadans ce cas f =e" avec u(x)=x’—5x+2 dérivable sur R

3_5x+2

Donc f est dérivable sur R et f'(x) :(3x2 —5)><ex3‘5"+2




2. Limites

Théoréme ( ADMIS) :

e Silimu(x)=—-o alors lime"® =0
X—a X—a

e Silimu(x)=b alors lime"® =g"
X—a X—a

eSi limu(x) =+ alors lime'® = 4o0
X—a X—a

aetb représentent 2 réels ou éventuellement + o ou — oo, et u est une fonction.

Exemples : Déterminer les limites suivantes :

4x

a

X—!

1) lim ex2 2) lim ex-2 3) lim g 235
X—>

X—>+00

3. Exemples-type

X—>+00

La modélisation de nombreux problémes en probabilité, en statistique ou en biologie amene a 1’étude
. _ K -
de fonctions de la forme X e ou X+ €7 avec k constante positive.

Fonction f, : X+ g K

Ces fonctions sont positives.
De plus, f, '(x)=—ke™.

Sachant que k >0 et e™ >0, on en déduit que

f. '(x) <0.

Les fonctions f, sont donc décroissantes sur R .
On démontre que lime™ =0 et lime™ =+4w

F H . *kXZ
onction g, :X > €

Ces fonctions sont positives et paires.

De plus, g, '(X) = —2kxe® .

La dérivée a le signe de — x.

Les fonctions g, sont croissantes sur ]—oo; O] et

décroissantes sur [O; +oo[ . Elles admettent 1 comme
maximum atteint en O.

o o —kx? <0 sur R, donc: lim e_kx2 =0et lim e_kx2 =0
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Toutes les courbes passent par le point de
coordonnées (0; 1)

Toutes les courbes sont symétriques par rapport a 1’axe

des ordonnées



Exercice

En Sciences physiques : décharge d'un condensateur

G

| |
!
€
K

&

Un condensateur de capacité C a été chargé et la tension
=ntre ses bornesest £ = 10 V.

A linstant t = 0's, on ferme l'interrupteur K du circuit de
sistance R. Lampéremétre A indique le passage d'un
courant dont lintensité diminue progressivement tout
comme la tension aux bornes du condensateur. La tension
U, aux bornes du condensateur est donnée, en volt, par:

it

Uc(t)=Ee_:,

ou T = RC est la constante de temps du circuit; elle se
mesure en seconde.

Ondonne C = 10"°F et R = 140000 Q.

El Donner l'expression de U, (t) en fonction de t.

ElDémontrer que U, est une fonction décroissante du
zemps. Dresser son tableau de variations.

EldTracer la représentation graphique I" de la fonction U.,.
On prendra en abscisse 2 cm pour 1, en ordonnée, T cm
pour 1 V.

Eda. Déterminer l'équation réduite de la tangente (T) a
" en 0. Tracer (T).

b. Montrer que cette tangente coupe l'axe des abscisses
alinstant t = .

H Lire sur le graphique la tension aux bornes du conden-
sateuralinstant t = t.

Démontrer qu'a cet instant, la tension aux bornes du
condensateur a diminué d’environ 67 %.

Le condensateur est un composant
fondamental des circuits électriques. Son role est de stocker
des charges électriques. Il emmagasine de 'énergie au cours
de sa charge, puis il la restitue lors de la décharge.

La quantité d'énergie électrique emmagasinée dépend

de la capacité du condensateur, noté C.

On le trouve notamment dans les appareils comprenant

un flash. Il libére son énergie dans une lampe qui émet alors

une lumiére intense. Dans ce cas, la décharge est trés rapide.




