
Chapitre IV : Fonction exponentielle 

 
 

I – La fonction exponentielle 
 

1. Un résultat préliminaire : 

 

Théorème 

a et b sont deux réels avec 0a   

Si f est une fonction dérivable sur , alors la fonction g définie sur par  ( )g x f ax b  est 

dérivable sur et  '( ) 'g x af ax b      

 

Démonstration (facultatif) : 

 

 
 

2. La fonction exponentielle 

 

Théorème et définition 

Il existe une et une seule solution f définie et dérivable sur  telle que :  'f f   et  (0) 1f  . 

Cette fonction est appelée fonction exponentielle et on la note exp. 

 

 

Démonstration :(exigible) 

 

 

➢ Existence ( ADMIS ) 

 

➢ Unicité 

• Soit f une fonction dérivable sur telle que f ‘= f et  (0) 1f   

             Pour tout réel x, on pose ( ) ( ) ( )x f x f x    

             f étant dérivable sur , alors   l’est aussi et on a pour tout réel x   

            

 '( ) '( ) ( ) ( ) '( )

'( ) ( ) ( ) ( ) ( )

'( ) 0

x f x f x f x f x

x f x f x f x f x

x







    

   



 

       Donc   est constante sur  et (0) 1   et, par conséquent, pour tout réel x,       

            ( ) 1 ( ) ( )x f x f x    et donc  ( ) 0f x   

 



• Raisonnons par l’absurde 

Soit g une autre fonction dérivable sur  telle que '( ) ( )g x g x  et  (0) 1g  . 

On a vu précédemment que ( ) 0f x   ( également   ( ) 0g x   ) alors la fonction
g

f

 
 
 

 est dérivable 

sur  et 
 

2

'
'( ) ( ) ( ) '( )

0
( )

g g x f x g x f x

f f x

  
 

 
  

La fonction quotient 
g

f

 
 
 

 est alors constante sur  

Or (0) 1
g

f

 
 

 
 donc f g . Et, par conséquent, f est unique. 

 

3. Conséquences (1ères propriétés) 

 

Propriétés : 

1. La fonction exponentielle est dérivable sur  et sa dérivée est égale à elle-même, exp'( ) exp( )x x . 

2. La fonction exponentielle est continue sur et, de plus, exp(0) 1 . 

3. Pour tout réel x, 
1

exp( ) 0  et  exp( )
exp( )

x x
x

   . 

 

Théorème 

a et b sont deux réels avec 0a   

La  fonction f définie par ( ) exp( )f x ax b  est dérivable sur  et pour tout réel x  '( ) expf x a ax b      

 

 Cela résulte du résultat préliminaire. 

 

 
 

 

II – Propriétés de la fonction exponentielle 
 

1. Propriétés algébriques 

 

Propriété : pour tous réels a et b, exp( ) exp( ) exp( )a b a b   . 

 

Démonstration : 

  

  
 

Remarque : La fonction exponentielle transforme les sommes en produits. 



Propriété : pour tous réels a et b, 
exp( )

exp( )
exp( )

a
a b

b
  . 

 

Démonstration : 

 exp( ) exp ( ) exp( ) exp( )a b a b a b        

Or, pour tout réel x, 
1

exp( )
exp( )

x
x

   donc     
1 exp( )

exp( ) exp( )
exp( ) exp( )

a
a b a

b b
     

 

 

 

Propriété : pour tout réel x et n entier relatif,   exp( ) exp( )
n

nx x . 

 

 

Démonstration : 

 
 

 

2. Nouvelle notation 

 

L’image de 1 par la fonction exp est notée e soit exp(1) e . 

Or, pour tout entier relatif n  exp( ) exp1
n nn e    

On étend cette égalité à tout réel x, exp( ) xx e   ( nouvelle notation ) 

On lit « exponentielle de x » ou « e exposant x » 

A la calculatrice, on trouve 2,718e  . 

 

 

 

 



On réécrit les propriétés : 

 

Propriétés  

• La fonction xx e  est dérivable sur et sa dérivée est elle-même   'x xe e . 

• 0 1e   et  1e e  

• a b a be e e   ;   
1a
ae

e
   ;     

a
a b

b

e
e

e
   ;    

n
na ae e   (n entier relatif) 

 

Exemples : 

 

•  

  
 

•  

 
 

 

 

III – Etude de la fonction exponentielle 
 

1. Sens de variation 

 

Pour tout réel x,  exp( ) 0x  . 

 

Démonstration : 

 En effet, 
2 2

x x
x   , 

2

2 2 2e e e e
x x x

x  
    

 
 d’où exp( ) 0x  . 

 

 

 

 



On sait que la fonction exponentielle est dérivable sur et donc continue sur . 

 

Propriété :     La fonction exp est strictement croissante sur . 

 

Démonstration: 

On sait que exp'( ) exp( )x x  or  exp( ) 0x   donc la fonction exp est strictement croissante sur . 

 

 

Conséquence :  a be e  équivaut à a = b   et  a be e  équivaut à a < b. 

 

 

 

2. Limites 

 

Propriété : lim 0x

x
e


   et lim x

x
e


  . 

 

 

Démonstration :(exigible) 

On considère la fonction f définie sur  par ( ) xf x e x   

• f est une fonction dérivable sur . On a '( ) 1xf x e  . 

Sur  ;0 , '( ) 0f x   donc f est décroissante et sur  0, ,                            

f est croissante. 

De plus, (0) 1f  , donc f admet en 0 un minimum égal à 1. 

Par suite  ( ) 1f x  , donc ( ) 0f x   sur , d’où xe x  

De plus lim
x

x


   donc, par comparaison, lim x

x
e


   

• Pour déterminer l’autre limite, on pose X x  , alors lim
x

X


   

1
lim lim lim 0x X

Xx X X
e e

e


  
     car  lim X

X
e


   

 

 

 

Bilan et courbe représentative : 

 

On obtient le tableau de variation de la fonction exponentielle 

 
 

Remarque : 

L’axe des abscisses est asymptote horizontale à la courbe expC représentant la fonction exp en  . 

 

Tangente  0T  à expC au point  0;1A  

  0 : '( )( ) ( )T y f a x a f a    avec a = 0 ; '( ) '(0) 1f a f   et ( ) (0) 1f a f   

 Donc  0 : 1T y x   

 



Tangente  1T  à expC au point  1;B e  

  1 : '( )( ) ( )T y f a x a f a    avec a = 1 ; '( ) '(1)f a f e   et ( ) (0)f a f e   

 Donc  

 

 

1

1

: ( 1)

:

T y e x e

T y ex

  


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Autres limites (Croissances comparées) 

 

 

Propriété :       
0

1
lim 1

x

x x

e



    lim

x

x x

e


                 lim 0x

x
xe


  

 

 

Démonstration : 

• La fonction exp est dérivable en 0. 

Le nombre dérivé en 0 est 1 ; on obtient donc, par définition, 
0

0 0

1
1lim lim

h h

h hh h

e e e
 

 
  

• Soit f la fonction définie sur  par 
2

( )
2

x x
f x e  . 

f est dérivable sur . On a '( ) xf x e x   et on sait que xe x  (Cf III) 2)  ) 

donc '( ) 0f x   et, par suite, f est croissante sur . 

Or (0) 1f  . On en déduit que, pour x > 0,  ( ) (0)f x f , soit ( ) 1 0f x    ; autrement dit, 
2

2

x x
e   

Comme x > 0, 
2

xe x

x
  ; de plus lim

2x

x


   donc lim

x

x x

e


   

• On pose X x  , alors xxe  s’écrit 
X

X

e
  

Or lim
x

X


   et   donc 
1

lim lim lim 0
X

x
Xx X X

X
x

e

X

e
e  




    

Exercice : 

 Etudier les limites suivantes :  lim 1xe x
x

 


  et  lim ( 2) x

x
x e
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4. Equation – inéquation 

 

Propriété : 

Pour tout réel strictement positif m, l’équation 
xe m  admet une solution unique dans , notée ln m . 

 

 

Démonstration : 

La fonction exp est dérivable sur . 

Elle est continue sur . Elle est de plus strictement croissante. Les limites déterminées 

précédemment montrent que la fonction exp établit une bijection de  sur  0; . 

Donc pour tout réel m strictement positif, l’équation 
xe m  admet une solution unique dans . 

 

 

Méthode de résolution et exemples : 

 Il faut transformer l’équation ou l’inéquation pour se ramener à une égalité du type a be e  ou 
a be e . Sinon il est parfois astucieux d’effectuer un changement de variable. 

 

Exemple 1 Exemple 2 Exemple 3 

Résoudre 
2 2 2xe e   

 

Ceci équivaut à 
2

2

2 2

4

2 ou 2

x

x

x x

 

 

   

 

 

Donc  2;2S    

Résoudre 2 3 2 0x xe e    

 

On pose xX e  et 0X   ,  2 2xe X  

Ceci équivaut à résoudre 
2 3 2 0X X    

Après avoir calculé le discriminant, 

on trouve 2 solutions 2 et 1 

Or 0X   donc on conserve les 2 

possibilités 

Soit 01xe e   soit  x = 0 

Et 2xe   soit  x = ln2 

Ainsi  0;ln 2S   

Résoudre 
2 1 1xe    

 

 

 

Ceci équivaut à 
2 1 0xe e   

Or la fonction exp est croissante 

donc l’inéquation équivaut à 
2 21 0 1x x     

 

Ainsi    ; 1 1;S       

 

 

 

 

IV – Fonction de la forme eu 

 

 

1.  Dérivée 

 

Théorème (admis) 

u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. 

 Alors la fonction ( ):u u xe x e  est dérivable sur I et   ' 'u ue u e . 

 

Exemple : 

Soit la fonction f définie sur par 
3 5 2( ) x xf x e   . 

On a dans ce cas 
uf e  avec 

3( ) 5 2u x x x    dérivable sur  

Donc f est dérivable sur  et   
32 5 2'( ) 3 5 x xf x x e      

 

 

 



2. Limites 

 

Théorème ( ADMIS ) :    

 a et b  représentent 2 réels ou éventuellement +  ou – , et u est une fonction. 

 

•   Si lim ( )
x a

u x


    alors 
( )lim 0u x

x a
e


     

•   Si lim ( )
x a

u x b


   alors 
( )lim u x b

x a
e e


     

• Si lim ( )
x a

u x


    alors 
( )lim u x

x a
e


      

 

Exemples :  Déterminer les limites suivantes : 

1) 
4

2lim
x

x

x
e 


   2)  

5
2

2
lim

x
x

x
e







   3)  

22 3 5lim x x

x
e  


 

 

 

3. Exemples-type 

 

La modélisation de nombreux problèmes en probabilité, en statistique ou en biologie amène à l’étude 

de fonctions de la forme kxx e  ou 
2kxx e  avec k constante positive. 

 

 

Fonction : kx
k

f x e  Fonction 
2

: kx
k

g x e  

 

Ces fonctions sont positives. 

De plus, '( ) kx

kf x ke  . 

Sachant que 0k   et 0kxe  , on en déduit que 

'( ) 0kf x  . 

Les fonctions kf  sont donc décroissantes sur . 

On démontre que lim 0kx

x
e


  et   lim kx

x
e


 

 
 

 

 
Toutes les courbes passent par le point de 

coordonnées (0 ; 1) 

 

 

Ces fonctions sont positives et paires. 

De plus, 
2

'( ) 2 kx

kg x kxe  . 

La dérivée a le signe de – x. 

Les fonctions kg  sont croissantes sur  ;0  et 

décroissantes sur  0; . Elles admettent 1 comme 

maximum atteint en 0. 
2 0kx   sur , donc : 

2

lim 0
x

kxe


   et   
2

lim 0
x

kxe


 
 

 

 
 

Toutes les courbes sont symétriques par rapport à l’axe 

des ordonnées 
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Exercice 

 

 


